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6Данная статья является продолжением статьи [1].
1.1. Рассматривается mмерное евклидово про
странство Em, отнесенное к подвижному ортонор
мальному реперу R *={B
–
,ε–a}, (a,b,c=⎯1,m⎯) с дерива
ционными формулами и структурными уравнениями:
(1.1)
1.2. Рассматривается nмерное аффинное про
странство An, отнесенное к подвижному реперу
R={A
–
,e–i}, (i,j,k,l=1,n
⎯
) с деривационными формула
ми и структурными уравнениями:
(1.2)
1.3. Реперы R
*
в Em и R в An выбираются так, что
бы точки B∈Em и A∈An с радиусвекторами B– и A–
были текущими точками соответствующих про
странств. Тогда 1формы Θa и ω i в силу (1.1) и (1.2)
являются главными, и их можно считать базовыми.
Зададим отображение [1, (1.3)]:
(1.3)
которое каждой точке B∈Em ставит в соответствие
вполне определенную точку A∈An. Тогда диффе
ренциальные уравнения [1. Ур. (1.4), (1.5)] отобра
жения (1.3) можно записать с учетом (1.1) и (1.2) в
виде:
(1.4)
Здесь компоненты Aai образуют фундаменталь
ный геометрический объект Г [1, (1.6)] отображе
ния (1.3):
(1.5)
2. Биективное отображение Vnn:En→An
2.1. Всюду в данном пункте используется сле
дующая система индексов:
(2.1)
Будем предполагать, что отображение Vnn:En→An
является невырожденным в каждой точке B∈Em, т. е.
(2.2)
Тогда можно ввести в рассмотрение систему ве
личин Bia:
(2.3), .i b b i a ia a ai j jA B A Bδ δ= =
det[ ] 0.iaA ≠
, , 1, ; , , , 1, .a b c n i j k l n=  =
{ }.iaAΓ =
[ ]
; ,
0, ( , 1, ; , 1, ).
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i
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1. Аналитический аппарат
Из (2.3) и (1.4) получаются дифференциальные
уравнения
(2.4)
Здесь явный вид величин Biba для нас несуще
ственен. Из (1.4) с учетом (2.2) и (2.3) получаем
(2.5)
Заметим, что дифференциальные уравнения
(2.5) и (2.4) фактически являются дифференциаль
ными уравнениями отображения Vnn:En→An.
2.2. В точке B∈Em введем в рассмотрение ниже
следующие величины, охватываемые компонентами
геометрического объекта (1.5) и их продолжениями
Aiab и определяемые с учетом (1.4). (2.4) и (2.5) соот
ветствующими дифференциальными уравнениями:
(2.6)
(2.7)
(2.8)
(2.9)
(2.10)
(2.11)
(2.12)
Заметим, что величины (2.6)–(2.12) образуют со
ответствующие тензоры в смысле Г.Ф. Лаптева [2].
В следующих пунктам будут рассмотрены в
каждой точке B∈Em и соответствующей точке
A=VnnB∈An геометрические образы, определяемые
величинами, о которых идет речь в (2.6)–(2.12).
2.3. Тензор Bij каждой точке B∈Em ставит в соот
ветствие гиперконус B 2n–1 второго порядка с верши
ной в точке A∈An (здесь A=VnnB – образ точки B в
аффинном пространстве An), определяемый ура
внением
(2.13)
Геометрическая характеристика этого гиперко
нуса такая же, как и в [1, (2.16), (2.17)]. Этот гипер
конус в силу (2.6) в общем случае является невы
рожденным, т. е. не имеет прямолинейной верши
ны, проходящей через точку A∈An.
2.4. Пользуясь условиями инвариантности [2]
геометрических образов в аффинном пространстве
и учитывая (2.6) и (2.13), получаем, что каждому
направлению u=(B
–
,ε–a)ua∈En в пространстве An от
вечает алгебраическая (n–2)мерная поверхность
Sn–2(u) – пересечение гиперконуса B 2n–1⊂An со своим
близким (B 2n–1)' в направлении u, определяемая ура
внениями:
(2.14)
Пучок Q 2n–1(u,λ) гиперквадрик второго порядка
в An, проходящих через Sn–2 в силу (2.14) определя
ется уравнениями:
(2.15)
Асимптотическими гиперконусами пучка ги
перквадрик Q 2n–1⊂An в силу (2.15) являются гипер
конусы K 2n–1(u,λ) второго порядка с вершиной A∈−
An, отвечающие направлению u∈En и определяемые
уравнениями
(2.16)
2.4. Из пучка гиперконусов K 2n–1(u,λ), отвечаю
щих направлению u=(B
–
,ε–a)u a∈En, выделяется в
силу (2.13), (2.6), (2.7) гиперконус Q 2n–1(u), отвечаю
щий направлению u и аполярный B 2n–1:
(2.17)
Образу y=Vnnu в силу (2.17) и (2.9) в аффинном
пространстве An отвечает гиперконус
Отсюда с учетом (2.10) замечаем, что гиперко
нус Q 3n–1⊂An третьего порядка с вершиной в точке
A∈An, определяемый уравнениями:
(2.18)
представляет собой совокупность всех направле
ний x=(A
–
,e–i)x i∈An, отвечающих точке B∈En, кото
рым соответствуют гиперконусы K 2n–1(x).
Из (2.18) в силу (2.11), (2.13) и (2.7) следует, что
гиперплоскость
(2.19)
представляет собой совокупность всех прямых
y=(A
–
,e–i)yi∈An, которым отвечают первые поляры от
носительно K 3n–1, аполярные гиперконусу B 2n–1⊂En.
Из (2.6), (2.7), (2.10), (2.12), (2.13) и (2.18) следу
ет, что каждой точке B∈En в пространстве An отвеча
ет прямая G=(A
–
,e–i)Gi∈An – линейный полюс той ги
перплоскости относительно гиперконуса B 2n–1, кото
рая является квадратичной полярой для гиперкону
са K 3n–1, где величины Gi определяются по формулам
(2.20)
и удовлетворяют дифференциальным уравнениям
.i k i i a i a kk a a kdG G G G Bω ω+ = Θ =
, ,i ik j kk i ijkG B G G C C C= =
1 : 0in iC y−Γ =
3
1 : 0,
i j k
n ijkK C x x x−  =
2*
1( ) : 0.i j kn ijkK y F x x y− =
2
1( ) : 0.i j aijanK u A x x u− =
2
1( , ) : 0.i j a i jija ijnK u B x x u B x xλ λ− + =
2
1( , ) : 2 0.
i j a j a i i j
n ija ij a ijQ u B x x u B A u x B x xλ λ− − + =
2
0,
( ) :
2 0.
i j
ij
n
i j a j a i
ija ij a
B x x
S u
B x x u B A u x
−
⎧ =⎪⎨ − =⎪⎩
0.i jijB x x =
7. ; .i ji i k i i aj akC C B dC C Cω= − = Θ
16. (2 );
3
.
jk jk jk
i ijk ijk jki
j a a j
i j ia iai j
C C B F B F B
dC C C C Bω ω
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− = Θ =
[ ]
15. ( ), 0;
3
.
ijk ijk jki kij ijk
l l l a
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dG G G G Gω ω ω
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− − − = Θ
[ ]4. , 0;
.
a
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∑
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Из (2.20) и (2.12) следует, что в общем случае на
правления C=(A
–
,e–i)C i∈En и G=(A–,e–j)Cj∈En в точке
A∈En линейно независимые, т. е.
(2.21)
Здесь прямая C полярно сопряжена гиперпло
скости Гn–1 относительно гиперконуса B 2n–1.
Поэтому каждой точке B∈En в аффинном про
странстве An можно поставить в соответствие дву
мерную площадку
(2.22)
где величины fα 1
α2 определяются из системы линей
ных уравнений:
2.6. Из (2.20) и (2.12) следует, что направления
где
(2.23)
являются прообразами направлений C∈An и G∈An
при отображении Vnn:En→An.
Легко видеть с учетом (2.21) и (2.23), что в об
щем случае в точке B∈En направления C* и G* в En ли
нейно независимы. Поэтому в En можно опреде
лить двумерную площадку
(2.24)
где величины f
*
a1
a2 определяются из системы
Таким образом, с биективным отображением
Vnn:En→An ассоциируются поля двумерных площа
док (2.22) в An и (2.24) в En, причем L21=VnnГ21.
3. Сюръективное отображение Vnn:En→An (m>n)
3.1. В этом пункте используется следующая си
стема индексов:
(3.1)
Из (1.3) и (1.4) с учетом (3.1) получаем, что мно
жество всех направлений u=(B
–
,ε–a)ua∈Em, которые
при отображении Vnn:En→An вырождаются в точку
A, образуют в Em линейное подпространство Ln1 раз
мерности n, определяемое уравнениями:
(3.2)
Репер R
*
в Em канонизируем так, чтобы
(3.3)
что с учетом (3.2), (1.1), (1.2) и (1.4) приводит к со
отношениям
(3.4)
Из (3.4) с учетом (n>m) и (1.4) следует, что ото
бражение Vmn:Em→An индуцирует отображение
Vnn:En→An, поскольку
(3.5)
Из (3.3) в силу (1.1) следует, что каждой точке
B∈Em отвечает (n–m)плоскость
(3.6)
Таким образом, в каждой точке B∈Em инвари
антным образом определены линейные подпро
странства (3.3) и (3.6). Поэтому в евклидовом про
странстве Em инвариантно определяется конус вто
рого порядка с вершиной B, задаваемый уравне
ниями:
(3.7)
где симметрические величины Eab определяются по
формулам и удовлетворяют соответствующим диф
ференциальным уравнениям:
(3.8)
Здесь явный вид величин Eabc для нас несуще
ственен. Геометрическая интерпретация гиперко
нуса (3.7) с учетом (3.8) аналогична геометрической
интерпретации основной квадрики Qm–2 в [3, (24)].
3.2. Из (3.7) и (3.3) замечаем, что конус
R
*
2
n–1=R 2m–1Ln1⊂Em определяется уравнениями:
(3.9)
Этот конус является в силу (3.9) и (3.5) прообра
зом конуса, принадлежащего An:
Заметим, что в пространстве An определен конус B2n–1:
(3.10)
аналогичный конусу (2.13).
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1 1
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Таким образом, с учетом (3.7)–(3.10) с отобра
жением Vmn:Em→En, (m>n) ассоциируется поля ги
перконусов
1. B 2n–1⊂Em;
2. B 2n–1 и r 2n–1 в An=VmnEm.
Поэтому в евклидовом пространстве Em и в аф
финном пространстве An можно определить поля
двумерных площадок по аналогии с пунктами 2.5 и
2.6 данной статьи.
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Математическое моделирование многих про
цессов, происходящих в двухслойных средах с рез
ко отличающимися физическими свойствами, ча
сто сводится к задачам сопряжения для уравнений
в частных производных [1–3].
В области D={(x,y):0<x<?,–h2<y<h1}(?,h1,h2>0)
рассмотрим задачу сопряжения для следующих не
линейных уравнений третьего порядка
(1)
(2)
где fi(i=1,2) – заданные функции.
Задача 1. Найти функцию
удовлетворяющую уравнениям (1) и (2) в областях
D1 и D2 соответственно и краевым условиям
(3)
(4)
(5)
где φi(y)(i=1,3⎯), φ(y), ψ(x) – заданные функции.
Уравнения (1) и (2) по классификации работы
[4] принадлежат к разным типам уравнений с част
ными производными третьего порядка относитель
но старших производных.
Из постановки задачи 1 следует, что на линии
y=0 выполняются условия сопряжения
(6)
Отметим, что прямая y=0 является одновремен
но характеристикой как для уравнения (1), так и для
уравнения (2). Уравнения (1) и (2) в совокупности с
условиями сопряжения (6) являются уравнениями
смешанного типа [5] в области D. Краевые задачи
для нелинейных уравнений смешанного типа вто
рого порядка рассмотрены в работах [6, 7], а для не
линейных уравнений третьего порядка в [8, 9].
Сделаем следующие предположения относи
тельно заданных функций:
( , 0) ( , 0), ( , 0) ( , 0), 0 .y yu x u x u x u x x− = + − = + ≤ ≤ A
2( , ) ( ), 0 ,u x h x xψ− = ≤ ≤ A
2(0, ) ( ), 0,u y y h yχ= − ≤ ≤
1 2
3 1
(0, ) ( ), ( , ) ( ),
(0, ) ( ), 0 ,x
u y y u y y
u y y y h
φ φ
φ
= =
= ≤ ≤
A
1
1 2( , ) ( ) ( ), ( ), ( ),xxx xyyu x y C D C D u C D u C D∈ ∩ ∈ ∈
2 2( , ) ( , , ( , ), ( , )) , ( , )
( 0),
xyy yu x y f x y u x y u x y x y D
D y
= ∈ =
= ∩ <
1
1
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Доказаны теоремы существования и единственности решения задач сопряжений для нелинейных уравнений в частных произ
водных третьего порядка.
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